Vierundzwanzigste Woche, 07. Dezember, Copyright (©) 2009 by Gerhard Oberress]

0.0.1 Abstand eines Punktes von einer Ebene

a) Wir betrachten eine Ebene gegeben durch Az + By + Cx3+ D = 0 und einen Punkt
Py, der nicht in der Ebene liegt. Gemé&fl Gleichung 77 ist

n= (A, B,C),

n-ro=-—D,

n-ry = Az + Bxog + Casy.

Ausserdem ist ||n|| = VA2 + B2 + C?

und der Betrag von d, der Projektion von PPy = rg — r1 auf den Normalvektor n ist
der gesuchte Abstand.

Also d = |l = 2spgpn = | Do

Mit anderen Worten, der Abstand d eines Punktes P; von der Ebene
Axq1 + Bxo + Cxs + D = 0 ergibt sich als

Az, + Bxoy + Ca31 + D
VA2 + B% 4 (C?

d=|| I (0.1)

Abbildung 0.1: Abstand eines Punktes P; von einer Ebene
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b) Wir betrachten eine Ebene gegeben durch nr = nry und einen Punkt P;, der nicht
in der Ebene liegt. P sei der FuBBpunkt des Lotes von Py auf nr = nry (sieche Abb. 0.1),



somit ist PP = d auch ein Normalvektor der gegebenen Ebene. Der Winkel zwischen
d und n ist deshalb 0° oder 180°, der Cosinus dieses Winkels also +1.

Andererseits ist d die Projektion von P; Py = rg — r1 auf den Normalvektor n.

Wir haben somit n(rp — r;) = nd. (Der Wert des Skalarproduktes bleibt gleich, wenn
man den einen Vektor durch seinen Projektionsvektor auf den anderen Vektors ersetzt).
Da d || n, erhalten wir n - (ro — r1) = %|/n||||d||.

Daraus ergibt sich

(0.2)

Bemerkung: Allgemein kann man in einem skalaren Produkt den einen Vektor durch
jeden anderen Vektor ersetzen, der dieselbe Komponente lings dem zweiten Vektor auf-
weist. Deshalb kann es auch keine Umkehroperation zum skalaren Produkt geben. Ist
also ein Produkt (der Skalar) bekannt und einer der Vektoren, kann man den zweiten
Vektor nicht eindeutig finden, sondern nur unendlich viele Kandidaten nennen.

Auch beim vektoriellen Produkt ¢ x @ ist keine Umkehrung moglich. Z. B. liefern alle
die Vektoren w, dasselbe Kreuzprodukt mit v, die in der Ebene von ¥ und @ liegen und
deren Endpunkte auf einer Parallelen zu ¢ durch den Endpunkt von  liegen. Alle liefern
Parallelogramme der Hohe, die der Projektion von @ auf die Normale auf ¢ entspricht,
also auch mit gleichem Flacheninhalt. Insbesondere bleibt der Wert des Vektorproduktes
gleich, wenn man den einen Vektor durch seine Komponente léngs der Normalen auf den
anderen Vektor ersetzt.

Der Leser moge sich dei Sachverhalte anhand einer Skizze veranschaulichen.

0.0.2 DurchstoBpunkt einer Geraden durch eine Ebene

a) Wir betrachten eine Ebene gegeben durch Ax; + Bzg + Czs + D = 0 bzw. durch
nrr = nrg und eine Gerade rg = rg + Aa. Der gemeinsame Punkt fiir Ebene und Gera-
de liefert rp = rg, d. h. nrg = n(rg + A\a).

Da n, rg und a gegeben sind, kann man A berechnen und in die Geradengleichung
einsetzen, um den Ortsvektor des Durchstopunktes zu erhalten.

b) Wir betrachten eine Ebene gegeben durch rp = r1 + pub+vec und eine Gerade gegeben
durch rg = rg + Aa. Der gemeinsame Punkt fiir Ebene und Gerade liefert rg = rg, also

r1 + pub +ve =rg + Ja.

Da ry, rg, a, b und c gegeben sind, kann man A, g und v berechnen. Es reicht schon, A



zu bestimmen und in die Geradengleichung einzusetzen, um den Ortsvektor des Durch-
stoBpunktes zu erhalten.



